Informatique Seconde

Ecole Alsacienne


Quelques éléments de cours  d’algorithmique

(traduction des algorithmes en Scheme)

I Exemples  d'algorithme applicatif

) cas d'algorithme très simple

        (sans appel récursif)


On pratique une démarche descendante à partir du problème à régler.. que l'on décompose en sous problèmes : soit on sait traiter les sous problèmes et c'est fini.... soit on relance la démarche sur les sous problèmes !

exemple : calculer la moyenne de deux réels, en ayant comme fonctions de base l'addition et la division


il faut donc écrire     moy_2
: R x R --> R    le problème


à partir de

add    
: R x R --> R

les sous...



  et

div    
: R x R-{ 0 } --> R    ...problèmes
	langage algorithmique
moy_2(x,y) <= div(add(x,y),2)

	traduction en SCHEME
(define (moy_2 x y)

  (/ (+ x y) 2))



Une fois définie, moy_2 peut à son tour servir pour définir d'autres fonctions faisant appel à elle...

) cas d'algorithme avec appel récursif

1) nécessité d’une relation de récurrence


L'analyse descendante implique de chercher à définir la résolution d'un problème en le décomposant en sous problèmes. Dans le cas de l'écriture d'une fonction récursive, il est donc nécessaire de définir le "calcul" du problème  sur une donnée d'une certaine dimension en fonction du "calcul" du même problème sur une donnée de dimension plus petite. 


Cela revient à rechercher pour le problème considéré une relation de récurrence. Cet aspect sera illustré dans les exemples infra.

2) le problème de l'arrêt


 Evidemment, quand on écrit une fonction récursive, il est impératif d'avoir une condition d'arrêt de la récursivité...    sinon on a une approche concrète de l'infini !


Mais cela ne suffit pas, il faut s'assurer que la donnée de la fonction "tend" nécessairement vers la condition d'arrêt. Les spécialistes appellent cela chercher "un ordre bien fondé" sur l'ensemble de départ. Cette notion sera également illustrée dans les exemples infra.

3) fonction récursive terminale  (ou quasi-itérative)


on dit que l'on a un appel terminal quand la fonction est de la forme :




f(x) <=  si  
π(x)




   
   
alors 
∂(x)





   
sinon  
f(ß(x))





   
finsi;




avec  f :  X -->  Y



       
π : X --> Booleen



       
∂ :  X --> Y



      
ß : X --> X

a) avec  un  si.. alors... sinon

- addition  sur les entiers               add    : N x N --> N   



on suppose que l'on dispose des fonctions de base :





=      : N x N --> Booleen




     :  N --> N    



%calcule le successeur d'un entier%



     :  N --> N     



%calcule le predecesseur d'un entier%



relation de recurrence :       x + y    =   (x + 1)  +  (y  -1)



<arret>  = ( y = 0 )

	langage algorithmique
add(x,y) <= si y = 0  

            alors  x  


      sinon add ((1+ x),

                      (1- y))


      finsi;

	traduction en SCHEME
(define (add x y)

  (cond ((zero? y) x)

        (else (add (1+ x) 

                   (1- y)))

        ))

Rem : on peut également écrire (if (zero ? y) x (add (1+ x) (1- y))


b) avec plusieurs si... alors.... sinon


Nous verrons plus tard des exemples de cette nature.
4) fonction récursive non terminale     


on dit que l'on a un appel non terminal quand la fonction est de la forme :




f(x) <=  si     π(x)




   
   
alors  ∂(x)





   
sinon  (x),f(ß1(x),...,f(ßn(x)))





   
finsi;




avec  f :  X -->  Y



       
π : X --> Booleen



       
∂ :  X --> Y





 :  X --> Z





 :  Z x Yn --> Y



      

 ß1...ßn : X --> X


! A vrai dire, il est très difficile de donner un modèle unique de fonction récursive non terminale; le modèle ci-dessus est, sans doute, le plus courant, tout au moins dans le cadre des exercices traités.

a) non terminale, monadique dans une branche


- addition  sur les entiers               add    : N x N --> N   


   relation de recurrence :       x + y    =   1 + [ x +  (y  -1)]



<arrêt>  = ( y = 0 )

	langage algorithmique
add(x,y) <= si y = 0  



      alors  x  



     sinon  1+ (add (x,

                         (1- y)))


     finsi;
	traduction en SCHEME
(define (add x y)

  (cond ((zero? y) x)

        (else (1+ (add x (1- y)))

        )))

ou (define (add x y)

(if( zero? y) x

             (1+ (add x(1- y)))))





la fonction add est ici enveloppée par la fonction 1+

!  Voir comment l’utilisation du cond qui correspond à des if imbriqués

- multiplication  sur les entiers               mult    : N x N --> N   




   relation de recurrence :       x * y    =   x  + [ x  * ( y - 1)]





<arret>  = ( y = 0 )

	langage algorithmique
mult(x,y) <= 



 si y = 0  



 alors  0 



 sinon  + (x, mult (x,

                        (1- y)))



 finsi;


	traduction en SCHEME
(define (mul x y)

  (cond ((zero? y) 0)

        (else (+ x (mul x 

                        (1- y)))

        )))


5) fonctions co-récursives


fonctions qui vérifient si un nombre entier est :



- pair



pair        :  N  --> Booleen



- impair


impair    :  N  --> Booleen





pair(n)   <= 
si n = 0





  

 
alors vrai





   

 
sinon impair(1- n)





   
 
finsi;





impair(n) <= 
si n = 0





  

 
alors faux





   

 
sinon pair(1- n)





   
 
finsi;


Ecrire ces des fonctions en Scheme

6) fonctions avec appel récursif dans le test 


Ce genre de situation peut arriver quand le résultat de la fonction est lui- même un booléen. 

La dérécursivation dans SCHEME

I Le problème

1) nécessité de dérécursiver


Après avoir écrit une fonction récursive, il est généralement nécessaire de dérécursiver, c'est à dire d'écrire un programme avec boucle, pour plusieurs raisons :

- à cause du langage qui ne permet pas la récursivité


c'était le cas de FORTRAN par exemple

- à cause du langage qui ne permet pas de retourner n'importe quel type comme résultat d'une fonction : c'est le cas de PASCAL où le résultat est nécessairement de type simple (on ne peut pas retourner un tableau ou un enregistrement par exemple !)

- à cause tout simplement du fait que de multiples appels récursifs entraînent un empilement à chaque appel, ce qui, d'une part, consomme de l'espace mémoire, et d'autre part, consomme du temps d'exécution ,même si cet empilement est assuré par le système.


Il est très difficile de définir des techniques systématiques de dérécursivation et cela fait l'objet d'ouvrages et de recherches spécialisées. Mais dans un certain nombre de cas ou de modèle relativement simple, des méthodes existent, ces méthodes étant elles-même  programmables.


 EQ \x(2)  En LISP-SCHEME, on peut par exemple écrire des programmes récursifs dont les données sont d'autres programmes récursifs et dont la finalité est de les dérécursiver; le comble du vice étant de passer un même programme comme donnée à lui même afin qu'il se dérécursive lui-même !




Pour les maux de tête, on peut prendre de l'aspirine !

2) rappel sur la définition d'une fonction récursive

Une fonction est récursive si elle intervient dans sa propre définition

 EQ \x(2)  Cette définition est d'ordre syntaxique, c'est à dire liée à la façon d'écrire une fonction.

3) la dérécursivation d'une fonction récursive terminale


La dérécursivation d'une fonction récursive terminale est évidente; il suffit de suivre le modèle :

	schéma récursif :

f(x) <=  si  
π(x)


     alors 
∂(x)



sinon  
f(ß(x))



finsi;
	schéma itératif correspondant :

f(x)<=tantque non(π(x)) faire


     x <-- ß(x);


  fintantque;

  
  res <-- ∂(x);


Voyons l'application de ce schéma sur des exemples : 

(les algorithmes récursifs ont été vus dans le chapitre précédent !)


- addition  sur les entiers               add    : N x N --> N   

	schéma récursif

add(x,y)<=si y = 0  



alors  x  


    sinon add((1+ x),(1- y))



finsi;
	schéma itératif

add(x,y) <= tantque y <> 0 faire 



     x <-- (1+ x);

                y <-- (1- y);



  fintantque



  res <-- x;



 EQ \x(21)   Quel est l'avantage du schéma itératif ?


Le schéma récursif entraine qu'à chaque appel, il y a empilement entre autres, de la nouvelle valeur des paramètres à chaque appel.


Le schéma itératif entraine que ce sont les mêmes variables qui changent de valeur à chaque tour de boucle : en conséquence de quoi le schéma itératif ne consomme pas de pile !


 EQ \x(22)   Que se passe-t-il en SCHEME ?


Le modèle de dérécursivation est tellement simple qu'il est fait automatiquement dans certain langage applicatif : c'est le cas de SCHEME  !; si bien que l'on ne considère pas  une fonction récursive terminale comme véritablement récursive, d'où la qualification de ce modèle de quasi-itératif. Dans de tels langages, donc en SCHEME,  on considère que l'on a dérécursivé une fonction à partir du moment où l' on a  trouvé une fonction  récursive terminale équivalente !  


On a en effet vu en classe, sur un exemple, qu’une fonction récursive terminale est plus efficace qu’une fonction récursive non terminale.

 II Exemples de dérécursivation en SCHEME

1) modèle


Nous allons nous limiter à des fonctions récursives monadiques : la dérécursivation est, en effet, un problème compliqué qui nécessite notamment d'étudier les propriétés de la fonction enveloppante (associativité, commutativité, existence d'élement neutre, etc....); ces études sortent du cadre de ce cours. On se limitera donc à quelques cas simples s'appuyant sur la notion d'accumulateur du résultat de la fonction enveloppante

Prenons un exemple :



 la fonction de multiplication simple


- multiplication  sur les entiers               mult    : N x N --> N   





mult(x,y) <= 
si y = 0  





   


alors  0 





   


sinon  + (x, mult (x,(1- y)))





   


finsi;


la fonction enveloppante de l'appel récursif est ici l'addition,


 envisageons l'execution de mult(7,5):

mult(7,5) -->  + (7,mult(7,4))


mult(7,4) -->  + (7,mult(7,3))



mult(7,3) -->  + (7,mult(7,2))




mult(7,2) -->  + (7,mult(7,1))






mult(7,1) -->  + (7,mult(7,0))






mult(7,0) <-- 0





mult(7,1) <--  + (7,0) =7




mult(7,2) <--  + (7,7) =14



mult(7,3) <--  + (7,14) =21


mult(7,4) <--  + (7,21) =28

mult(7,5) <--  + (7,28) =35

on voit donc que, tant que le test d'arrêt n'est pas vérifié, un certain nombre d'additions (la fonction enveloppante) dont on connaît un opérande (7) sont en attente :

à la fin, on fait donc le calcul : (7 + (7 + (7 + (7 + (7 + 0)))))    (en écriture infixée)

cette addition étant associative on a la relation :   




(7 + ( 7 + (7 + x))) = (7 + 7 + 7 + x)

on peut donc, au fur et à mesure des appels récursifs "accumuler" le résultat intermédiaire, l'accumulateur étant initialisé avec l'élément neutre de la fonction enveloppante à savoir ici 0, soit :


mult(x,y) 
  <= 
mult_it (x,y,0);



mult_it(x,y,acc) <= 
si y = 0  





   


alors  acc 





   


sinon  mult_it (x,(1- y),+ (x , acc))





   


finsi;

ce qui donne avec les mêmes arguments que supra :
mult(7,5) -->  mult_it(7,5,0))


mult_it(7,5,0) --> mult_it(7,4,7)




mult_it(7,4,7) --> mult_it(7,3,14)





mult_it(7,3,14) --> mult_it(7,2,21)






mult_it(7,2,21) --> mult_it(7,1,28)







mult_it(7,1,28) --> mult_it(7,0,35)

mult(7,5) <-- 35

d'où  en définitive :

	langage algorithmique
mult(x,y) 
  <= mult_it (x,y,0);

mult_it(x,y,acc) <= 


    si y = 0  


alors  acc 

    sinon  mult_it (x,

                   (1- y),

                   +(x , acc))

    finsi;
	traduction en SCHEME
(define (mul x y)

   (define (mul-it x y acc)

     (cond ((zero? y) acc)

           (else (mul-it x

                       (1- y)

                       (+ x acc)))))

   (mul-it x y 0))




En SCHEME, la fonction mul-it est une fonction locale qui n'existe que dans la fonction mul qui n'est en définitive qu'une fonction d'amorçage du calcul; l'utilisateur qui appelle mul ne connaît pas l'existence de mul-it, d'un accumulateur, etc...
	Exercices pour après les vacances de Toussaint.

1) écrire les fonctions pair et impair (voir supra)

2) donner une version terminale de la fonction addition (version non terminale)

3) donner une version terminale de la fonction puissance (faite en TD)

4) a) écrire une version de la fonction multiplication sur les entiers qui s’appuie sur l’idée suivante :

si y pair :

x * y  =  (2 * x)   *  (y / 2)

si y impair :
x * y = x  +  x * (y – 1)

b) comparer l’efficacité de cette version avec celle vue en TD

c) transposer l’idée de cet algorithme (qui opère par dichotomie – voir la définition de ce mot dans un dictionnaire) pour écrire une nouvelle version de la fonction puissance.
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